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ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ МЕХАНИЧЕСКИХ РАСЧЕТНЫХ СХЕМ 
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ И СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 
ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННО РАЗВИТЫХ ПЕРИФЕРИЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ  
 
Предложен оригинальный подход к выбору критерия эквивалентности механических расчетных 
схем вида упругих балок и вида шарнирно соединенных твердых тел, ориентированный на использование 
при моделировании динамики пространственно развитых периферийных элементов космических аппара-
тов, в том числе с применением современных программных инструментов. 
 
Запропоновано оригінальний підхід до вибору критерію еквівалентності механічних розрахункових 
схем вигляду пружних балок та вигляду шарнірно з’єднаних твердих тіл, орієнтований на використання 
при моделюванні динаміки просторово розвинених периферійних елементів космічних апаратів, у тому 
числі із застосуванням сучасних програмних інструментів. 
 
The novel approach to choose an equivalence criterion of mechanical design diagrams in the form of elastic 
beams and hinge-connected rigid bodies is presented. The approach is directed to be used in modeling the dynam-
ics of spatially developed peripheral elements of space vehicles, including applications of the existing software 
tools. 
 
Наличие в составе космических комплексов пространственно развитых 
периферийных элементов (ПРПЭ), присоединяемых к несущему телу – одна 
из тенденций, характеризующих современ-
ный этап развития спутниковой техники 
[1 – 6]. К ПРПЭ, например, могут быть от-
несены панели солнечных батарей и круп-
ногабаритная антенна спутника геостацио-
нарной коммуникационной системы 
«Thuraya» (рис. 1). Конструктивно ПРПЭ 
часто представляют собой совокупность 
упругих протяженных элементов с распре-
деленными параметрами – стержней, 
пластин и т.д. В качестве примера на рис. 2 
приведена трансформируемая ферма фир-
мы Astro Aerospace (Northrop Grumman) в 
составе космического аппарата (КА) 
Milstar.  
При моделировании динамики упруго 
деформируемых ПРПЭ выбор расчетной 
схемы представляет важную 
самостоятельную проблему, подход к 
решению которой зависит в общем случае 
от множества факторов, в том числе: 
– степени конкретизации 
конструктивного облика ПРПЭ на этапе 
выбора расчетной схемы; 
– степени конкретизации представляющих наибольший интерес 
динамических режимов; 
– наличия средств моделирования динамики (методических наработок, 
программных инструментов), ориентированных на предпочтительное 
Рис. 1 
Рис. 2 
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использование расчетных схем того или иного вида; 
– необходимости управления движением комплекса КА с ПРПЭ и задач 
управления (управление угловым движением КА с учетом влияния упругих 
движений деформируемых ПРПЭ, управление конфигурацией ПРПЭ). 
Весьма важными при выборе расчетной схемы являются вводимые в 
рассмотрение упругие деформации, а также вид зависимостей между 
упругими деформациями и соответствующими им усилиями. 
Наиболее широко в инженерно-конструкторской практике используются 
следующие подходы к построению расчетных схем упруго деформируемых 
конструкций: 
1. Представление упругих элементов в виде геометрически простых тел, 
для которых вводятся предположения о характере распределения 
напряжений и связи между напряжениями и деформациями, позволяющие 
описывать напряженно-деформированное состояние относительно 
несложными зависимостями (например, обобщенным законом Гука для 
изотропного тела) [7 – 11]. 
Примером эффективного применения данного подхода может служить 
модель собственных изгибных колебаний упругой балки. При выборе 
расчетной схемы используется ряд гипотез и допущений, позволяющих 
записать уравнение собственных изгибных колебаний, решение которого 
можно представить в виде бесконечной суммы гармонических составляющих 
[9 – 11]. 
2. Метод конечных элементов [7, 8]. Конструкция сложной формы 
разбивается на ряд более простых фрагментов, соединенных между собой в 
узловых точках. Соотношения между перемещениями (вследствие 
деформаций конечного элемента) узловых точек и возникающими в этих 
точках усилиями полагаются известными. В простейшем случае эти 
соотношения линейны и характеризуются матрицей жесткости с 
постоянными коэффициентами. Для рассматриваемых типов конечных 
элементов могут быть вычислены деформации по известным узловым 
перемещениям и напряжения по известным деформациям. В случае 
статического нагружения конструкции параметры ее напряженно-
деформированного состояния могут быть получены с точностью, 
определяемой типом выбранных конечных элементов и способом разбиения 
конструкции. 
Применение метода конечных элементов для исследования динамики 
требует введения дополнительных предположений о распределении массы. 
Масса может полагаться распределенной непрерывно либо сосредоточенной 
в конечном числе заданным образом расположенных точек [10, 12]. 
3. Представление упругих элементов конструкции совокупностями 
абсолютно твердых тел, соединенных упруго-диссипативными элементами. В 
публикациях [12, 13] использован термин «твердотельное моделирование» 
(«твердотельный конечный элемент»), в [14] – термин «Multibody System 
(MBS) approach» – «приближение системой многих тел». 
Данный подход обладает рядом достоинств: 
– могут быть использованы хорошо разработанные методы составления, 
исследования и решения обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ), описывающих динамику механических систем с сосредоточенными 
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параметрами, и методы разработки систем управления для конечномерных 
объектов; 
– становится возможным единообразный подход к учету упругих свойств 
элементов и сочленений, например для ферменных конструкций [15]; 
– моделирование динамики может быть осуществлено с использованием 
пакетов визуального моделирования, например входящего в состав системы 
MatLab (версии 6.5 и последующих) пакета SimMechanics [14 – 16] или про-
граммного комплекса «Универсальный механизм» [12, 13]. 
Краткая сравнительная характеристика названных подходов к выбору 
расчетной схемы применительно к моделированию упругих элементов кон-
струкций ветроэлектрических установок приведена в [14]. Отмечено, что в 
общем случае при решении вопроса о предпочтении той или иной расчетной 
схемы необходимо учитывать совокупность факторов, аналогичных приве-
денным выше для ПРПЭ: конфигурацию механической системы, возмож-
ность линеаризации уравнений динамики для рассматриваемого режима 
движения, схему нагружения (сосредоточенность или распределенность сил 
и моментов), необходимость проектирования системы управления. 
В случае комбинации рассмотренных подходов расчетная схема, содер-
жащая элементы с распределенной и сосредоточенной упругостями, может 
рассматриваться как гибридная, например комплекс КА с ПРПЭ, конструк-
тивно подобный изображенным на рисунках 1 и 2, представленный расчет-
ной схемой вида абсолютно твердого тела с присоединенными упруго де-
формируемыми балками. 
Рассмотрим два примера 
представления систем с рас-
пределенной упругостью твер-
дотельными расчетными схе-
мами. 
В [13] рассмотрена задача 
определения положения равно-
весия, собственных форм и 
частот колебаний упругого ка-
беля системы съема информации жесткого диска (рис. 3). Кабель может быть 
представлен упругим стержнем, жестко связанным с неподвижным корпусом 
(точка cA ) и с подвижным рычагом (точка aA ). Для моделирования дина-
мики кабеля с использованием программного комплекса «Универсальный 
механизм» предложена расчетная схема вида цепочки шарнирно связанных 
N  абсолютно твердых стержней. Концевые стержни имеют длину 2H , 
внутренние – длину H . Общая длина кабеля – HNL )( 1−=Σ . Угловые же-
сткости шарниров полагаются равными 
 
H
EJ
c = , (1) 
где EJ  – жесткость поперечного сечения стержня при изгибе (E – модуль 
Юнга, J  – момент инерции сечения). 
Выражение (1), определяющее сосредоточенную жесткость в шарнире, 
эквивалентную распределенной жесткости балочного конечного элемента, 
получено из следующих соображений. 
Рис. 3 
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Рассмотрим случай чистого плос-
кого изгиба балки, статически нагру-
женной изгибающим моментом M  [9]. 
В этом случае упругая линия имеет вид 
дуги окружности AB  длиной L  
(рис. 4). Центр кривизны для всех точек 
дуги расположен в точке O . R  – ради-
ус кривизны, ϕ  – центральный угол. 
Пусть абсолютно твердые стержни AC  
и CB  длиной l  направлены по каса-
тельным к дуге в точках A  и B . Раз-
ность длин ломаной ACB  и дуги AB , 
отнесенная к длине дуги, определяется 
выражением: 
 
ϕ
ϕ−
ϕ
=
−
=ε 2
2
2
tg
L
Ll
L .  
Для 
8
π
≤ϕ  выполняется %,51<εL , т.е. при малых ϕ  с достаточной точ-
ностью можно положить Ll =2 . Учитывая, что для чистого плоского изгиба 
балки ϕ=
L
EJ
M , и предположив, что угловая жесткость c  сосредоточена в 
шарнире C  (рис. 4), получим выражение (1), где lLH 2== . Таким образом, 
упругий стержень (рис. 3) моделируется совокупностью твердотельных ко-
нечных элементов вида двух шарнирно соединенных абсолютно твердых 
стержней, статически эквивалентных балочному конечному элементу для 
случая чистого плоского изгиба. 
Аналогичная схема твердотельного 
конечного элемента принята в [14, 15] при 
моделировании динамики элементов кон-
струкции ротора ветроэлектрических уста-
новок. На этапе составления механической 
расчетной схемы предложено [14] осуще-
ствлять замену балок Эйлера – Бернулли 
суперэлементами – совокупностями из трех 
шарнирно соединенных абсолютно твер-
дых стержней (рис. 5, 6). Упругие свойства 
суперэлемента сосредоточены в шарнирах. 
Для случая плоского статического на-
гружения приложенными к свободному 
концу вертикальной силой F  и моментом 
M , получены соотношения для угловой 
жесткости с (одинаковой для обоих шар-
ниров), обеспечивающей одинаковые по-
ворот торцевого поперечного сечения ϕ  и 
вертикальное отклонение свободного кон-
ца δ  консольно закрепленных балки и су-
Рис. 4 
Рис. 5 
 
Рис. 6 
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перэлемента (рис. 6): 
 ,)( 221
6
k
L
EJ
c −=  (2) 
где L  – длина балки и суперэлемента; EJ  – жесткость поперечного сечения 
балки; )(
3
1
1
2
1
−=k  – относительная длина крайних звеньев суперэлемента. 
Соотношение (2) справедливо для малых ϕ  и δ . Рассмотрен также вари-
ант расчетной схемы с дополнительной жесткостью (введением упругого 
момента, пропорционального углу между первым и третьим стержнями). В 
этом случае возможно обеспечение эквивалентности при различных сочета-
ниях жесткостей и длин стержней. 
При использовании описанных выше твердотельных расчетных схем, 
статически эквивалентных упругой балке, для моделирования динамики [12 –
 15], вводились дополнительные предположения о распределении массы, 
формально не обосновываемые. Абсолютно твердые стержни рассматрива-
лись как фрагменты «отвердевшей» балки, разделенной на части длинами 
2
L  и 
2
L  в первом случае (рис. 3, 4), и kL , Lk)( 21−  и kL  во втором 
(рис. 5, 6). 
Совпадение динамических характеристик сопоставляемых расчетных 
схем подтверждалось экспериментом (вычислительным или натурным). На-
пример, в [14] показано, что для обеспечения близости n  собственных частот 
упругая балка должна моделироваться совокупностью n  последовательно 
соединенных суперэлементов. 
Описанный ниже критерий эквивалентности, предлагаемый авторами, 
ориентирован на использование при моделировании динамики КА с ПРПЭ 
[17, 18], учитывает массово-инерционные свойства шарнирно соединяемых 
тел и обеспечивает близость динамических отклонений характерных сечений 
сопоставляемых расчетных схем с 
распределенными и сосредото-
ченными параметрами. 
Рассмотрим расчетную схему 
вида абсолютно твердого тела 
(КА) с присоединенной балкой 
(ПРПЭ). Предполагается движе-
ние комплекса КА с ПРПЭ под 
действием внешних сил, прило-
женных к КА. Для ряда режимов 
функционирования могут быть 
выделены две составляющие 
движения комплекса – движение 
совокупности КА с «отвер-
девшим» ПРПЭ как абсолютно 
твердого тела и упругое движение 
КА с ПРПЭ, обусловленное деформируемостью ПРПЭ. Будем полагать 
упругие отклонения точек ПРПЭ от недеформированного положения 
малыми. Воздействие КА на ПРПЭ заменим силой )(tF  и моментом )(tM  
Рис. 7 
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(рис. 7). Предположим, что другие силы и моменты на ПРПЭ не действуют. 
Воздействие ПРПЭ на КА в этом случае может быть охарактеризовано пере-
мещением примыкающего к КА торцевого поперечного сечения ПРПЭ.  
Сопоставим расчетные схемы ПРПЭ (рис. 7), совершающего движение в 
плоскости xy , вида упругой балки и вида совокупности (цепи) трех 
шарнирно соединенных абсолютно твердых тел. Тогда при заданных )(tF  и 
)(tM  одинаковость вертикального (вдоль оси y , рис. 7) смещения )(tδ  точ-
ки крепления ПРПЭ к КА и поворота )(tϕ  примыкающего к КА торцевого 
сечения для сопоставляемых расчетных схем (рис. 7) позволяет говорить об 
их динамической эквивалентности. Потребуем совпадения длин и массово-
инерционных характеристик «отвердевших» в недеформированном 
положении (пунктирные изображения на рис. 7) расчетных схем, т.е. 
выполнения условий: 
  
,
,
,
)()(
)()(
)()(
21
21
21
LL
JJ
mm
=
=
=
 (3) 
где )()( , 21 mm  – массы балки и цепи тел соответственно; )()( , 21 JJ  – мо-
менты инерции «отвердевших» балки и цепи тел соответственно вокруг оси, 
проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения; 
)()( , 21 LL  – длины «отвердевших» балки и цепи тел соответственно. 
Так как упругие отклонения ПРПЭ предполагаются малыми, уравнения 
динамики для обеих расчетных схем могут быть линеаризованы относитель-
но недеформированного положения. Для упругой балки учитываются два то-
на колебаний. При нулевых начальных условиях в изображениях по Лапласу 
эти уравнения могут быть приведены к виду: 
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где i  – индекс расчетной схемы, принимающий значения 1 для балки и 2 для 
цепи тел; { })()(~ tLp δ=δ  – изображение по Лапласу смещения точки крепле-
ния ПРПЭ вдоль оси y ; { })()(~ tLp ϕ=ϕ  – изображение по Лапласу поворота 
примыкающего к КА торцевого сечения ПРПЭ; { })()(~ tFLpF yy =  – изображе-
ние по Лапласу вертикальной (вдоль оси y ) составляющей силы, приложен-
ной в точке крепления ПРПЭ; { })()(~ tMLpM =  – изображение по Лапласу 
момента, приложенного в точке крепления ПРПЭ; 4121 ..,,,)( == riW ir  – 
передаточные функции «от усилия к перемещению», не зависящие от при-
кладываемых силы и момента, а зависящие только от параметров расчетных 
схем; r  – индекс передаточной функции, принимающий значения: 1 – для 
передаточной функции от yF
~
 к δ
~
, 2 – для передаточной функции от M
~
 к δ
~
, 
3 – для передаточной функции от yF
~
 к ϕ~ , 4 – для передаточной функции от 
M
~
 к ϕ~ . 
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Условия динамической эквивалентности сопоставляемых расчетных 
схем (рис. 7) запишем следующим образом: 
 )()( 21 rr WW = ,   41..=r . (4) 
Если представить передаточные функции в виде: 
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где i  – индекс расчетной схемы; p  – переменная преобразования Лапласа; 
)()(
,
ii
21 ωω  – собственные частоты; 
)()(
,
i
r
i
r nn 21  – частоты, обнуляющие модуль 
частотной характеристики )()( ωjW ir , j  – мнимая единица; 
)()(
,
i
r
i
r kk 21  – коэф-
фициенты передаточных функций, условия (4) примут вид: 
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Если представить входящие в (3) и (5) характеристики расчетных схем в 
виде функций некоторых варьируемых конструктивных параметров: 
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где 
121 N
ααα ...,,,  – конструктивные параметры балки; 
221 N
βββ ...,,,  – кон-
структивные параметры цепи тел; 21 NN ,  – количество рассматриваемых 
конструктивных параметров балки и цепи тел соответственно, то условия (3) 
и (5) будут представлять собой систему 14 уравнений (общее число незави-
симых уравнений (5) равно 11, так как 32 WW ≡ ) с ( 21 NN + ) неизвестными. 
В случае приближенного выполнения равенств (3) и (5) можно говорить 
о «близости» динамических характеристик сопоставляемых расчетных схем и 
частичной динамической эквивалентности. При этом критерии (3) и (5) по-
зволяют оценить степень эквивалентности количественно. 
Рассмотрим цилиндрическую балку длиной )(1L  и диаметром d  с посто-
янными по объему плотностью ρ  и модулем Юнга E . Примем следующие 
значения конструктивных параметров балки: 
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 .мН,,мкг,м,,м 23)( −− ⋅⋅=⋅=ρ== 111 10062780001010 EdL  (6) 
Масса балки будет равна: 
 кг,)( 126161 =m . (7) 
В соответствии с (3) примем для цепи тел: 
 .кг,,м )()( 1261610 22 == mL  (8) 
Будем полагать тела цепи абсолютно твердыми стержнями того же диа-
метра и той же плотности, т.е., как и в случае суперэлемента, фрагментами 
«отвердевшей» балки. Длины стержней примем равными 21 2 /)( )(LkL− , 
)(2LkL  и 21
2 /)( )(LkL− , где Lk  – безразмерный коэффициент (относительная 
длина среднего стержня), 10 << Lk . Угловые жесткости шарниров будем 
полагать одинаковыми и равными )(2c . Очевидно, что для принятых допу-
щений выполняется: 
 )()( 21 JJ ≡ . (9) 
Первая и вторая собственные частоты изгибных колебаний балки при 
значениях конструктивных параметров (6): 
 1
)(1)( с,,с, −− =ω=ω 9231787442 12
1
1 . (10) 
Те же собственные частоты 
 1
)(1)( с,,с, −− =ω=ω 9231787442 22
2
1  (11) 
будет иметь цепь тел при  
 мН,,, )( ⋅== 13437269890 2ckL . (12) 
При этом нули и коэффициенты передаточных функций: 
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 (13) 
Таким образом, имеет место частичная динамическая эквивалентность: 
при равенстве массово-инерционных и геометрических характеристик «от-
вердевших» расчетных схем и приведенных значениях конструктивных па-
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раметров балки и цепи тел (6 – 9, 12) полностью совпадают собственные час-
тоты (10, 11) и отличаются нули и коэффициенты передаточных функций 
(13). Для сближения значений (13) возможно введение дополнительных кон-
структивных параметров твердотельной расчетной схемы, характеризующих 
перераспределение масс отдельных тел без нарушения условий (3). 
Следует отметить, что совпадение двух первых частот достигается под-
бором параметров цепи трех, т.е. минимально возможного количества тел. В 
[14 – 15], как уже упоминалось, совпадение двух первых частот достигается 
последовательным соединением двух суперэлементов. 
Выводы 
1. Перспективность использования расчетных схем вида шарнирно со-
единенных недеформируемых тел при моделировании динамики технических 
объектов с учетом упругих деформаций гибких элементов обусловлена как 
наличием большого количества традиционных средств исследования конеч-
номерных механических систем, описываемых обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями, так и интенсивным развитием компьютерных паке-
тов визуального моделирования динамики. 
2. Характерными при проектировании КА с ПРПЭ являются более жест-
кие, по сравнению с наземными системами, ограничения на проведение на-
турных экспериментов и необходимость учета упругих движений деформи-
руемых ПРПЭ при разработке систем управления. В сочетании с потенциаль-
ным многообразием конструктивных решений и функциональных режимов 
отмеченные особенности определяют целесообразность представления ПРПЭ 
твердотельными расчетными схемами как средства повышения эффективно-
сти процесса моделирования динамики, особенно на ранних стадиях проек-
тирования конструкций и разработки систем управления. 
3. Сопоставление расчетных схем с распределенными и сосредоточен-
ными параметрами предполагает наличие формальных критериев эквива-
лентности, имеющих вид соотношений между соответствующими конструк-
тивными характеристиками. Более широкое распространение получили кри-
терии статической эквивалентности, основанные на выборе распределенных 
и сосредоточенных жесткостей, обеспечивающих близость соотносимых ста-
тических отклонений сопоставляемых расчетных схем. Критерии динамиче-
ской эквивалентности, учитывающие также массово–инерционные характе-
ристики сопоставляемых расчетных схем, разработаны недостаточно. 
4. Предлагаемый авторами критерий динамической эквивалентности яв-
ляется развитием известных критериев статической эквивалентности [12 –
 15] и основан на использовании хорошо разработанного аппарата переда-
точных функций, широко применяемого в теории регулирования. Критерий 
является более гибким и позволяет формализовать процедуру выбора пара-
метров расчетных схем с сосредоточенными параметрами, эквивалентных в 
смысле равенства динамических перемещений характерных сечений расчет-
ным схемам с распределенными параметрами, и упростить анализ влияния 
конструктивных параметров сопоставляемых расчетных схем на их динами-
ческие свойства. 
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